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فهرست‌مطالب

یادگیری‌بیزی•
تصمیم‌گیریمعیارهای‌–

تابع‌درست‌‌نمایی•

ی که عصب  ب 
ش 

2



احتمال‌و‌استنتاج

داده‌هایی‌که‌مورد‌استفاده‌قرار‌می‌دهیم،‌حاصل‌فرآیندی•
.شناخته‌شده‌نیست(‌کاملا)است‌که‌

مشاهده،غیرقابلمتغیر‌هایتصادفی،پدیده‌هایدر•
.می‌شودقطعیتعدمپیدایشموجب

• x=f(z)

بلقابدین‌شیوهفرآیندهاییچنینکهاینبهتوجهبا•
متغیریکصورتبهراخروجینیستند،کردنمدل

:می‌کنیمتعریفتصادفی

• P(X=x)

تخمینراتوزیعاینمی‌توانورودینمونه‌هایاساسبر•
سکهبرایمثالعنوانبهزد،

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
3po = # {Heads}/#{Tosses} = ∑

t
xt / N



دسته‌بندی

:مشتریاناعتباردسته‌بندیمسأله‌ی•
پس‌اندازودرآمد:ورودی–
lowمشتری:خروجی– riskوHigh risk

– Input: x = [x1,x2]T ,Output: C ∈ {0,1}

:پیش‌بینی–
– high risk(C=1) or low risk(C=0)

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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...(ادامه)دسته‌بندی‌

،‌متغیر‌مشاهده‌شده‌است،‌xبا‌فرض‌این‌ورودی‌•
.استP(C|x)مسأله‌یافتن‌احتمال‌

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Bayes’ Rule
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احتمال‌پیشین درست‌نمایی‌کلاس

احتمال‌پسین

توسط‌xبا‌چه‌احتمالی‌
.تولید‌می‌شودCکلاس‌

،‌کلاس‌Cبا‌چه‌احتمالی‌
.استxمربوط‌به‌



...(ادامه)دسته‌بندی‌

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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pattern recognition using neural networks theory and algorithms for 

engineers and scientists, by Carl G. Looney
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دسته‌بندی‌چندکلاسی

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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.ندارندیکسانیپی‌آمدتصمیم‌هاموارد،برخیدر•
شدهتعریفCiکلاسانتخابعنوانبه،«αiکنش»–

.است
–λikکلاسانتخابریسکمیزانعنوانبهiزمانیدر

.داردتعلقkکلاساینبهورودیکه

expectedصورت،ایندر• riskزیرصورتبه
:می‌شودمحاسبه

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
۸

Losses and Risks
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Loss 0/1بررسی‌

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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هزینه‌ی‌بالای‌انتخاب‌اشتباه

ه‌یهزینکلاساشتباهانتخابکاربردها،برخیدر•
بیانتخاهیچاستبهترکهنحویبهدارد،بالایی
التحایندر.نپذیردصورتخودکارسیستم‌توسط
«رد»وشدهتلقی«مشکوک»عنوانبهنمونه

.می‌شود
αk+1:(reject)رد:می‌شودتعریفجدیدی«کنش»–

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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...(ادامه)هزینه‌ی‌بالای‌انتخاب‌اشتباه‌

:به‌عنوان‌مثال‌تابع‌ریسک‌به‌صورت‌زیر‌تعریف‌می‌شود•

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
11

     

otherwise         reject

| and   || if    choose  1xxx ikii CPikCPCPC

10

1

1

0














     

otherwise    

 if    

 if    

,Ki

ki

ik

   

     xxx

xx

|||

||

i
ik

ki

K

k
kK

CPCPR

CPR















1

1

1







توابع‌جداساز

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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بررسی‌حالات‌مختلف

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Equal losses

Unequal losses

With reject



برآورد‌پارامتری

نظرردبا«بهینهتصمیماتخاذ»مورددرپیشفصلدر•
دانستنفرضباورودیمشاهده‌یاحتمالگرفتن
.شدبحثکلاسوقوعاحتمالوکلاس

خاصتوزیعیازداده‌ها،توزیعکهفرضاینبهتوجهبا–
«پارامتریروش‌های»راروش‌هااینمی‌کند،پیروی

.می‌نامند
• X = { xt } t=1 where xt ~ p (x)

:پارامترتخمین•
Xآموزشیداده‌هایرویازqپارامترهایتخمین–
pصورتبهمدلیکداده‌هابرای– (x |q گرفتهنظردر(

راتوزیعمورددراطلاعاتتماماست؛«بسندهآماره‌ی»q)می‌شود
(داردبردر

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Parametric Estimation

N

Sufficient statistic



تابع‌درست‌نمایی‌

مدلپارامترهایازتابعی،«درست‌نماییتابع»•
.استآماری

برای،θپارامتر‌ها،ازمجموعهیکدرست‌نمایی–
بهXرخداداحتمالبابرابرست؛(X)معینمقادیری

شرطبهآنθدرستیاحتمال)پارامترهامجموعه‌ازای
X)

– l (θ|X) ≡ p (X |θ)

•Xواستثابتθمی‌شوددادهتغییررا.
.دارداساسینقش«آماریاستنباط»درتابعاین•

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
16

Likelihood Function

Bishop

Statistical inference



برآورد‌درست‌نمایی‌بیشینه

Xدر‌صورتی‌که‌نمونه‌ها،‌• = { xt }،«متغیرهای‌مستقل‌با‌
:باشد«(.i.i.d)توزیع‌یکسان

• l (θ|X) = p (X |θ) = ∏
t

p (xt|θ)

بههستیمθیافتنپیدربیشینهدرست‌نماییبرآورددر•
شود؛حده‌اکثرpبهXتعلقاحتمالکهگونه‌ای

.شودبیشینهدرست‌نمایی
تملگاریازدرست‌نمایی،جایبهمحاسبات،سادگیبرای•

:می‌شوداستفادهآن
L(θ|X) = log l (θ|X) = ∑

t
log p (xt|θ)

θ* = argmaxθ L(θ|X)
ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Maximum Likelihood Estimation

independent and identically distributed

Log likelihood

Make  sampling xt from p (xt|θ) as likely as possible

MLE



برآورد‌درست‌نمایی‌بیشینه

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
1۸Pattern Classification, Chapter 3

Likelihood

Log Likelihood



مثال

xتوزیع‌برنولی• in {0,1}

P (x) = po
x (1 – po )

(1 – x)

L (po|X) = log ∏
t
po

xt (1 – po )
(1 – xt) 

MLE: pô = ∑
t
xt / N

توزیع‌برنولی‌تعمیم‌یافته•
• K>2 states, xi in {0,1}

P (x1,x2,...,xK) = ∏
i
pi

xi

L(p1,p2,...,pK|X) = log ∏
t 
∏

i
pi

xi
t = log ∏

i
pi

Σt(xi
t)

MLE: p̂ i = ∑
t
xi

t / N

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Bernoulli /catagorical (generalized Bernoulli) Density
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ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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ارزیابی‌‌برآورد

X:(جمعیت)داده‌‌هاازنمونهیک•
θ:مجهولپارامتر•
dداده‌هارویازپارامتربرآورد• = d (X)
d):تخمینکیفیتمعیار• (X)-θ)2

ازت،اسوابستهنمونه‌هابهمعیاراینکهاینبهتوجهبا–
:می‌کنیماستفادهمیانگین

r(d,θ)=E[(d (X)-θ)2]
:می‌شودتعریفزیرصورتبه«تخمینبایاس»همچنین–

bθ(d)=E[d (X)] –θ
راdباشد،صفربرابرمقداراینچنان‌چه•

unbiased estimatorمی‌گویند.

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
21

Evaluating an Estimator

Mean square error



تخمین‌میانگین-مثال

نمیانگیباتوزیعیکازنمونه‌هایxtکهصورتیدر•
μ،باشد

.استunbiasedنمونه‌هامیانگین•
ادتعدافزایشباتخمین،واریانسکهصورتیدر•

هشدانجامبرآوردبهکند،میلصفربهنمونه‌ها
.می‌شودگفته«سازگار»

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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تخمین‌واریانس-مثال

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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ارزیابی‌‌برآورد

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
24

Mean square error: 
r (d,q) = E [(d–q)2]

= (E [d] – q)2 + E [(d–E [d])2]
= Bias2 + Variance (4.11)



برآورد‌بیشینه‌گر‌احتمال‌پسین

گرفتهنظردرمجهولعنوانبهنظرموردپارامتر،MLEدر•
پیشازنظرموردپارامترمورددراستممکنمی‌شود،
prior)اطلاعاتی information)این.باشیمداشته
ویژههبکنند،‌کمکدقیق‌ترتخمینبهمی‌تواننداطلاعات
.باشندکم‌تعدادآموزشداده‌هایکهزمانی

.ممی‌کنینگاهتصادفیمتغیریکصورتبهθبهحالتایندر–
توزیعبانود‌درصد،‌احتمالباθمی‌دانیم،مثالعنوانبه–

.داردقرار(متقارنصورت)به9و5بینگاوسی

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
25

Maximum a Posteriori (MAP)
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برآورد‌بیشینه‌گر‌احتمال‌پسین

با.داردوجودp(θ)مورددراطلاعاتیحالتیچنیندر•
مابهداده‌هاآن‌چهبااطلاعاتاینترکیب

likelihood)می‌گویند density)،داشتخواهیم:
p(θ|X)= p(X|θ) p(θ)/ p(X)

و•
θMAP = argmaxθ p(θ|X) = argmaxθ p(θ) p(X|θ)

.استp(θ)در‌نظر‌گرفتن‌MLتفاوت‌با‌
θML = argmaxθ p(X|θ)

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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Maximum a Posteriori (MAP)

Maximum Likelihood (ML)



..(.ادامه)برآورد‌بیشینه‌گر‌احتمال‌پسین

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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دارای‌توزیع‌یکنواخت‌باشد،‌دو‌p(θ)در‌صورتی‌که‌
.روش‌پاسخ‌یکسانی‌به‌دست‌می‌آورند

Pattern recognition, Sergios Theodoridis



مثال
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ادامه-مثال

ن   ي  ری ماش  ادگ ي  ي 
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استنباط‌بیزی

است،‌در‌شرایطی‌P(x|X)رویکرد‌دیگر‌محاسبه‌ی•
.را‌می‌دانیمp(θ)که‌

عیب‌عمده‌ی‌این‌روش‌حجم‌محاسبات‌بالاست،‌و•
‌پذیر‌محاسبات‌تحلیلی‌تنها‌در‌حالات‌خاصی‌امکان

.است
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را‌بدانیم،‌کل‌توزیع‌θاگر‌پارامتر‌
مشخص‌است

شبیه‌تابع‌ضربه‌است،‌‌در‌این‌صورتP(θ|X)برای‌سادگی‌می‌توان‌فرض‌کرد‌که‌

P(x|X)=P(x|θMAP)

س‌میانگین‌وزن‌دار‌تخمین‌را‌بر‌اسا
احتمال‌مقادیر‌مدل
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ندسته‌بندی‌دو‌کلاس‌با‌واریانس‌یکسا
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Equal variances

Single boundary at
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تدسته‌بندی‌دو‌کلاس‌با‌واریانس‌متفاو
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Variances are different

Two boundaries

 
 

 i

i

i
ii CP

s

mx
sxg ˆ log log log 




2

2

2
2

2

1




مثال
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